
Cours 3: Intervalle maximal d'existence

Soit DCIRAR" um ouvert, Hr, XoltD, fe CD, IRY).
Par Le theorize 2.2, il exists are solution x =d. (H

de (PC) saw an intervalle Car, bo) tg. to Elar,bol
ef Cao, Pola), (bo, Polbol) (D.

In appliquant a nouveau thm 2.1:

· is existe a, c ao et one solution b. (t) du probleme
x =f(t,x), x(a0) =b.(ao),

definite sur (a,, ao];

· il existe b, bo et une solution of (H) du probleme



x =f(t,x),x(b0) =4(bo),
difinie sur (bo, bi

Alors (a fouchon o, definie par
d. (t), t-(a,do),

d,1) =bo (A), t-(a0,bo),E d
+H, t->(bo, b, 3,

est are solution de (PC) Sur Ca,, b,). CHECK:

X l Par)=harff(t,bo(t))
=f(a0,4(a.))

-it -harf (t, 4-(t))
=↓,(ao)

a, do to bob, De mice,
↓, est derivable en bo.



Nous avons ainsi obtenn an premier prolongement d, de
la solution do, sur un internalle (a,,b,) (ar,bo).
On provide ensuite par iherahbus:

soit dan nm

prolongement de dm, de Lam, but afame, batt
Alors (am) est strickment dicroissante et (bul est

shickment croissant. Posons

x =hmantfx, ar), B:limbat(bo, c],
m+ s mec

of soit ble prolongement de do en une solution

de (PC) sur intervalle (6,B).
On a alors he resultat suivant.



Lemme 3.1:(a) Supposons que la suite
Slaw, p(am))3 admet un point d'accumulation
1, xa)- D. Alors him

tex +
P(A) =xx. Dans a cas,

↓pent the prolongic jusquat =2.

(b) Supposons que E(bm, d(bu))3 admet un point d'acc.

1, Xp(-D. Alors him P(A) =Xp. Dans a cas,
t- B

↓pent the prolongee jusquat =B.
Prence: Nous provous (a).

La precede (b) est similaire.
Soit 220 1.9.
Gai =[(,x); It- x) -5, A - xs) =3]CD.



Posons Ma:=max, max If), 1321.
Par hypothise, is existe NEI t.g.

(3.1) (<ar +1 I Plan)-AaKE.2ME

On va mother que <Mara
-

13.2) (4(H-p(aw)/< Malar-a) Fxctar.

II dicoule de (3.1)-(3.2) que a law to

10(7) -x) =14(1) - p(an)1 +1P(an) -x) = +E =2

pour bout to K, ar). Donehm,4(t) =x.

Par (a forms integrate de Fequation, on didn't



que of pent the prolongedjusqu'a t =2.
Precede (3.2):rappel:P(t) =x.+Sf(s,d(sIds

11) - Plan)) = IFCs, 4KII ds Malar-t) =Malar-2)
tree

↳ Ma?
On a bien

x<ar+a+ , don IS-C/Facsar.
Ga

In ranche, on he sait pas a priorique --
14(s) -xx1> 2 FxCs =

am, done on he pent
conclude

que (f(s,H(S1))=Ma sur at intervalle

Con he sait pas si (s,4(S1) =Ga).
+ en une solution de (PC)



Il fact abiliser an argument de continuite.
On sail que (3.2)

est rail pour t
=

ar.

Supposons par labsurde qu'il exist t- (a, am)
↓.q.

1614 -b(aw)(< M(x-an) F t<t an

et (par continuite de d)

13.3) 14(**) - p(ar)) =M(x -aw)
·

Alors, pour t*<t=am, on a comme ci-dessus

que
It- 1) < 2, of maintenant (4(t)-Xs)<E.

Ainsi, ECt, 4(H);t*<t = ar3 (G2,



do
1P(*)-p(an)) -> Sefs, dessIIds

-Malar-t*) <Malaw-2),
c qui contredit (3.3). Amusi, Vinegalite(3.2)
est bien vraie pour bout xctcar. It
et on conclut a posteriori que (t,p() -G Fx<t=an

Le lemme 3.1 implique que, si(, 4(a)) on
(, d(B)est un point d'accumulation dans D

de la Courbe [(t,0(H); << t < B3
alors (a solution &pent the prolonge sur un

intervalle plus grand.



Dif:Un intervale I est appele intervalle
maximal d'existence (i.m.e.) d'une solution &de(PC)
si o est solution de (PC) aurI et il nexiste

ancun intervalle I, E3 b.g.4se prolonge in
are solution de (PC) Sur J,

Rem: Comme Dest overt, Ii.m.e. de house

solution & de (PC) est messairement overt.

In effect, si I =2, B) alors (2,4()) =D et

4pent the prolonged agauche det =de
considerant a problime x =f(t,x),x(x) =0(X),
ce qui conhedit (a maximalitede 3.



Theoriwe 3.1: Soit DCRRAR" an onvert,
f -CCD, (RY) et (t., 0) = D. Soit x = dolt) and
solution de (PC). Alors do pent a prolonger
en are solution de (PC) sur un i.m.e. (,B),
nolie p. De plus,

13.4) (t,b(H) -> 0D lorsque textout- B.
Finalment, sit est localement lipschitzienne enx,
le prolongement est unique.
Rem: (a) Si la solution de (PC) n'est pas unique,
2, dependent de Po.
(b) (t,b(t)) < &D (t - ) signifle que



pour bout compact KCD, (t,p()) -K
pour tassez proche de . (Dei pour text.)

La prenue
du thm 3.1 sera presentie an cours 4.

Nous elablissons maintenant are consequence importante
du ciorime.

Corollaire 3.1: So it - a <acb1s,
D =(a,b) x1R", (to,X0) -> D, f-((D, 1R").
Soil (a.) ((a,b) / internalle d'existence
maximal dance solution & de(PC). Alors

13.5). soit =a, soithm,16(t)) =c;



13.6). soit =b, soil him 10H)) =10.
t-

Be plus, sit est borne sur D, alors Louk

solution de (PC) existe our (a,b).

Prenue: (3.5)-(3.6) dicoulent directement de (3.4).

Supposons M = =supIf)< c.S.p.d.g. supposonsD

aussi (4)<s et 1B) < a (Les ambies as sont triviant).
Pour bout t- (to,B), on a

t

14(4) = (X0) +(If(,x(s1)(d) = Kol+MIt-tol,
don 10(1)) (ol+M(B-to) Fte(to,).



De (a mime maniere, on oblient

(d(t)) = (ol +M(to-2) F te(x, to].

Ainsi, o est bornie sur (i) it is decoule

de (3.5)-13.6) que x
=
a et B =b. I

Example 3.1:Le probleme de Cauchy
X=x2, x (0) =x. f IR,

on aexemple 1.2 illusive bien le corollaire 3.1.

Example 3.2: Pour le problime

x=t+sin(-7), XIt) =xof RR,



On a fitix)=t+ sin(t) continue sur IR"
arec fxlti)=2xc0s(t) continue sur IR"

↳ f loc. lip. enx sur IR", done a problime
posside are unique solution 4(A) pour bout
condibbe initiate (to, x0) -> IR.
Soil maintenant is 0 b.g. Holst, et
posons Dt =1-T,T)+ RR. Alors fest bornie
sur DT, done par le car. 3.1 DHA) exist
sur (-T,5). Comme is 0 est arbitraire,
on didn't que of exist sur IR.


